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1. はじめに
金融取引は、現在の資金と将来時点で資金を提供することを約束する金融商品との交換である。
この金融商品は、資金提供者から資金調達者への資金移転手段であると同時にリスク移転手段で
もある3。
ケネス・アローは、1964年の古典的論文 [1]「リスク負担の最適配分における証券の役割」の中で、
経済的非効率の主な原因は、リスク市場が欠如していることにあるが、もしもあらゆる不確実性
に対して条件付き請求権が存在し、それらをコスト無しで取引できるなら、効率的なリスク配分
1本稿は、十数年来、私が、創価大学経済学部の 3・4 年生を対象に行ってきた「ファイナンス理論」および創
価大学大学院経済学研究科博士前期課程の院生を対象に行った「ファイナンス理論」（特論）の講義ノート
の一部をもとにして書かれたものである。熱心に聴講してくれた志のある向学心溢れる学生に心より感謝し、
厚くお礼申し上げたい。
2 2015年3月 創価大学名誉教授、元創価大学経済学部教授（「ミクロ経済学上級」、「金融論」、「ファイナンス理
論」および「経済数学 解析」担当）
3金融商品は、リスクの移転や分担を決める契約という側面も持っている。例えば、CDSは、参照企業の参照
債券がデフォルトなどの信用事由を発生した場合の損失相当額を受け取る権利 (プロテクション )とプレミ
アム（保証料・リスク引受料）とを交換する金融取引である。CDSは、参照企業に信用事由がなければ、プ
ロテクションの売り手はプレミアムを得、参照企業が信用事由を起こした場合は、プロテクションの売り手
は、買い手に対して損失相当額の支払いをしなければならない。この場合、CDSはプロテクションの買い手
から売り手への資金移転手段であると同時に、リスク許容度の小さいプロテクションの買い手とリスク許容
度の大きい売り手の間のリスクの移転を取り決める契約でもある。プロテクションの買い手が参照企業の参
照債券を保有する場合は、そのデフォルトリスクを軽減するためのリスクヘッジの手段として利用すること
ができる。このように、CDSは、デフォルトリスクを売買する保険の役割を果たすデリバティブ契約とみな
すことができるが、しかし保険と異なり、CDSでは、プロテクションの買い手が補償を得る条件として、信
用事由を起こした参照企業の参照債券を保有する必要はなく、また実損を被る必要もないので、CDSを、リ
スクを敢えて新たに負担することにより大きいリターンを狙う投機の目的で、参照企業の参照債券を保有せ
ずにプロテクションの買い手になり、これをうまく利用する投資家も存在する。その結果、信用事由が実際
に起きた時、プロテクションの売り手の支払金額は、信用事由を起こした参照企業の参照債券を保有するプ
ロテクションの買い手の実際の損失額を大きく上回ることもある。その結果、プロテクションの売り手となっ
た少数の金融機関にデフォルトリスクが集中しシステミック・リスクにつながる可能性を孕んでいる。ただし、
投機が直ちに悪いというのは早計である。ミルトン・フリードマン [12]が指摘するように、「安く買って高
く売る」という儲かる投機は、投機家がプロテクション市場に流動性を与え、投機対象の価格の安定化に資
するという意味でよい投機であり、「高く買って安く売る」という損をする投機は、価格安定化に反するとい
う意味で悪い投機である。結局、市場で存続を許されるのは、価格安定化に寄与する儲かる投機家のみである。
 季刊　創　価　経　済　論　集　　　　Vol. XLV, No. 1・2・3・4
が達成できることを厳密に論証した。
アローの条件付き請求権に関する上述の理論に基づいて、ステファン・ロスは、1976年の論
文 [30]「オプションと効率性」において、オプション市場の存在理由について論じ、どんなに複
雑な金融契約でも単純なコール・オプションやプット・オプションを適当に組み合わせて組成で
きることから、現実の金融・資本市場においては、オプションこそがリスク移転手段として中心
的役割を果たすであろうと結論した4。
本稿の目的は、先渡やオプションなどの条件付き請求権のリスク中立的価格評価理論を概観す
ることにある。ここに、リスク中立的価格評価とは、条件付き請求権の現在価格は、リスク中立
的確率測度を用いて計算した条件付き請求権の将来のペイオフの期待値を安全利子率で割り引い
た割引現在価値に等しくなるというものである。それは、あたかも、すべての投資家が、リスク
の大きさにかかわりなく、より大きい将来の期待リターンが見込める投資機会を選択するリスク
中立的選好を持っている投資家のように振る舞っているかのようにみえる。しかし、これは、現
実の投資家がリスクプレミアムを求めないリスク中立的投資家であることを意味するものではな
いことに留意しなければならない。
2. 資産価格の変動
条件付き請求権が対象とする原資産（配当支払いの無い株式とする）の価格 S(t)は、確率空
間 (Ω, F, P )上で定義され5、増大する Fの部分 s−加法族の系であるフィルトレーション（情報
系）{Ft : t∈ [0,T ]}6に対して時間ごとに Ft 可測、すなわち {Ft : t∈ [0,T ]}に適合的であり、幾何
4 Robert J.Shiller[33]の邦訳『それでも金融は素晴らしい』東洋経済新報社2014 年165頁。
5 確率空間 (Ω, F, P )は、標本空間 Ω ≠f、Ω上の s −加法族 F ⊂ 2Ω={A|A⊂Ω}、確率測度 Pの 3 つの組よりなる。
s −加法族 F とは、次の 3つの条件
(1)Ω∈F , (2) { }( )CA A A Aω ω∀ ∈ ⇒ = ∈Ω ∉ ∈F F ,
(3) ( )
1i ii
A i N A
∞
=
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が成立する。A ∈ F ⊂ 2Ωを（可測）事象という。
可測空間 (Ω, F )上の確率測度（集合関数）P :F →[0,1]とは、次の 3つの条件 
(1)∀A∈F, P(A)∈[0,1], (2) P (Ω)=1, 
(3) ( ) ( ) ( )
1 1
,i i j i ii i
A i N A A i j P A P Aφ
∞∞
= =
⎛ ⎞∈ ∈ ∩ = ≠ ⇒ ∪ =⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑F :加算加法性
を満たす。A ∈ F ⊂ 2Ωのとき、P(A)=P({w∈Ω|w∈A})を可測事象 Aの確率という。
X : Ω→Rが確率空間 (Ω, F, P )上の確率変数であるとは、X が F −可測であることで、
∀x ∈ R,X −1 ((−∞,x])={w∈Ω|X(w) ≤ x}∈F が成立することである。
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ブラウン運動
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,  0PdS t S t dt S t dZ t S Sμ σ= + = ( )1	 (1)
に従うものとする7。ここに、ドリフト係数 mは、株式の瞬間的期待収益率、拡散係数 σ  は、株
式の収益率の瞬間的標準偏差で株価のボラティリティ8と呼ばれ、ZP(t)は実世界確率測度 real 
world probability measure P の下で、フィルトレーション {Ft : t∈ [0,T ]}に関して適合的な (各時
[ ]: 0,1 ,XF R→ ( ) ( ]( ) ( ){ }( ) ( )1 ,defXF x P X x P X x x Rω ω−= −∞ = ∈Ω ≤ ∈ を確率空間 (Ω, F, P)上の確率変数 X 
の分布関数という。
確率測度 Pが絶対連続であれば、ラドン＝ニコディムの定理により 
∃非負可積分関数  [ ]( ) ( ) [ ]{ }( ): : , ,Xf R R P X a b P X a bω ω−→ = ∈Ω ∈ =� ( )b Xa f x dx∫ であることが保証される。
この fX(x)を確率変数 Xの密度関数といい ( ) ( ) ,xX XF x f u du−∞= ∫ ( ) ( ) ,X Xd F x f xdx = ( ) 1Xf x dx
∞
−∞
=∫  
が成り立つ。時間を表す変数 t∈[0,∞)によってパラメータづけられた確率変数の族 {X(t,w) (t,w)∈[0,∞)×Ω}を
確率空間 (Ω, F, P )上の確率過程という。X:[0,∞) × Ω → Rにおいて、∀w∈Ω, t  X(t.w)すなわち、t∈[0,∞)の
関数 X(t,w)を、w∈Ωに対する確率過程の見本路といい、∀t∈[0,∞),w  X(t.w)すなわち、w∈Ωの関数 X(t,w)
は確率変数である。
6 ∀s,t∈[0,T ], s≤t ⇒F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ FT ⊂ F⊂ 2Ω   ここに、F0, Fs, Ft, FTは、Fの部分 s −加法族である。
7 幾何ブラウン運動 (1)を初期条件 S(0)  = S0の下で解けば次のようである。伊藤の公式を適用して、
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( )
( ) ( )( )
2
2
2
log log1log
2
d S t d S t
d S t dS t dS t
dS t dS t
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両辺を 0から tまで積分すれば、
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P PS t Z t Zμ σ σ
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( )20 1exp 2
PS t Z tμ σ σ⎛⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠⎝
.⎞⎜ ⎟⎠
である。
8 ブラック＝ショールズ＝マートン・モデルでは、ボラティリティ sは一定と仮定された。この仮定に対して、
主として、計量ファイナンス研究者から批判が集中し、代わりに確率的ボラティリティすなわちボラティリ
ティ確率過程 ( ){ } [ ]0.t Ttσ ∈ が導入されたりしたが、決定打とはなっていない。ボラティリティ sのミススペシ
フィケーションに対するブラック＝ショールズ＝マートン・モデルの頑健性については、N.E.Karoui, 
M.Jeanblanc-P. and Schreve[21]を参照。
 季刊　創　価　経　済　論　集　　　　Vol. XLV, No. 1・2・3・4
点 t∈[0,T ]で、各投資家にとって {Ft : t∈ [0,T ]} は既知 )、確率空間 (Ω, F ,P )上の 1 次元標準ブ
ラウン運動である9。
つぎに、無リスク資産であるマネー・マーケット・アカウントが存在し、取引期間 [0,T ]10で
その連続複利利子率は既知で一定数 r > 0であるものとする。このマネー・マーケット・アカウ
ントの時点 tの価格 B(t)は、
( ) ( ) ( ), 0 1dB t rB t dt B= = ( )2 (2)
を満たす11。
9  ZP(0) = 0
r < s≦ t < u ⇒ ZP(u) − ZP(t)と ZP(s) −ZP(r)は独立な確率変数：増分の独立性：増分の正規性
0 s t≤ < ⇒ ( ) ( ) ( )( )2~ 0,P PZ t Z s N t s− −  
確率1で見本路 t ZP(t)は連続なしかしいたるところ微分不可能な軌道である。
10 T は、満期を示す。
11 初期条件 B(0) =1の下で、(2)を変数分離法で解くと次のようになる。
dB(t) = rB(t)dt
( )
( ) ,
dB t
rdt
B t
=
( )
( )0 0 ,
t tdB
rd C C
B
τ ττ = +∫ ∫ : 積分定数
log B(t) = rt+C,
B(t) = exp{rt+C} = exp{rt} expC, 
ここで、B(0) = exp{r0+C} = expC であるから、
結局
B(t)=B(0)exp{rt}=1exp{rt}.
より一般的に、利子率の取引期間中の時間経路 ( ){ } [ ]0.t Tr t ∈ が既知の場合は、
( ) ( ) ( )
0
0 exp
t
B t B r dτ τ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ である。実際、
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ところで、年利率 rの
1
m 年複利で B0を t年間運用すると、t年後の元利合計は 0
1
mtrB
m
⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠ であるから、連続複
利 (m → ∞)で B0 を運用すると t年後の元利合計は
0 0 0 0
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さらに、原資産（配当支払いの無い株式）の条件付き請求権を考える。条件付き請求権の価格は、
その条件付き請求権が対象とする原資産（ここでは、配当支払いの無い株式）の価格 S(t)と時
間 tの関数となり、f (S(t),t)と表わすことにする12。まず、
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
22
22 2 22
0 0
22
 2
P
P P
dt
dS t S t dt S t dZ t
S t dt S t S t dtdZ t S t dZ t
S t dt
μ σ
μ μ σ σ
σ
= +
= + +
=
14243 14243
( )dS t dt = ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ ( ) ( )2
0 0
0P PS t dt S t dZ t dt S t dt S t dZ t dtμ σ μ σ+ = + =
14243
である13から、
( )( ) ( )
( )
{ {
( )
{
22
2 2 2
2 2
2 2
0 0
1, 2
2!
S t dt
f f f f fdf S t t dS dt dS dSdt dt
S t S S t t
σ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎝ ⎠
( )2 22212
f f fdS dt S t dt
S t S
σ∂ ∂ ∂= + +∂ ∂ ∂
(1)より
2
2
P
( )2 22212
Pf f f fS S t dt SdZ
t S S S
μ σ σ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
( )3 (3)
を得る。
3. 条件付き請求権の複製とブラック＝ショールズ = マートンの偏微分方程式の導出
配当支払いの無い株式とマネー・マーケット・アカウントとからなるポートフォリオを構成し
て、条件付き請求権を複製する14。時点 tの株式保有量を x(t)、マネー・マーケット・アカウント
の保有量を y(t)とすると、時点 t の当該ポートフォリオ (x(t), y(t))の価値 G(t)は、
{ }0 01lim 1 exp
put
rt
x
m xx
r
e
B B rt
x→∞=
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞= + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎝ ⎠14243
12  f (S(t),t)は、S(t)に関して C 2級、tに関して C1級であると仮定する。
13 次の乗法公式（渡辺 [40]p.29）を用いて計算した。
 dZP dt 
dZP dt 0
dt 0 0
14 われわれは、どんな条件付き請求権でもそれと同じペイオフをもつ複製ポートフォリオを、市場価格を持つ
他の資産を適当に使って構成できるという完備市場を仮定する。
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )G t S t x t B t y t= + ( )4 (4)
である。このポートフォリオ (x(t), y(t))が、資金自己調達的である15（セルフ・ファイナンシング・
ポートフォリオである）と仮定すれば、ポートフォリオの価値の時間変化は
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dG t dS t x t dB t y t= +
であり16、(1), (2)より、
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )PdG t S t dt S t dZ x t rB t dt y tμ σ= + +
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) PS t x t rB t y t dt S t x t dZμ σ= + + ( )5 (5)
である。
この資金自己調達的ポートフォリオは派生証券の複製であるから、無裁定17の下では、
∀t∈[0,T ]で
( )( ) ( ),f S t t G t= ( )6 (6)
( )( ) ( ),df S t t dG t= ( )7 (7)
が成立するように、ポートフォリオ (x(t), y(t))は構築されなければならないので、(3),(5),(7)より、
dt の係数と dZP(t)の係数とが一致しなければならないので、
( ) ( ) ( ) ( )S t x t rB t y tμ + = ( ) ( )2 22212
f f fS t S t
t S S
μ σ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂ ( )8 (8)
( ) ( )S t x tσ ( )f S t
S
σ∂= ∂ ( )9 (9)
が成立しなければならない。(9)より
15 資金自己調達的：無限小時間でのポートフォリオの価値の変化は、ポートフォリオを構成する各資産の価格
の変化 (キャピタルゲインあるいはキャピタルロス )によるもので、外部からの資金の投入あるいは引き上
げによらない。
時点 t− dtのポートフォリオが (x(t−dt),y(t−dt ))であったとする。このポートホリオの時点 tでの評価額は、各
資産の時点 tの価格が (S(t),B(t))であるから、S(t)x(t−dt)+B(t)y(t−dt)である。この評価額と資産価格体系
(S(t),B(t))のもとに予算制約式 S(t)x(t) +B(t)y(t)=S(t)x(t−dt)+B(t)y(t−dt)を満たすように時点 tの新しいポート
フォリオ (x(t), y(t))に組み替える。
よって、S(t)(x(t)−x(t−dt)) +B(t)(y(t)−y(t−dt))=0である。dt →0とすれば、
S(t) dx(t)+B(t)dy(t)=0を得るので
dG(t)=d(S(t)x(t)+B(t)y(t))
=dS(t)x(t)+dB(t)y(t)+S(t)dx(t)+B(t)dy(t)
                                         
                                         0
=dS(t)x(t)+dB(t)y(t)
が成立する。
16 したがって、ポートフォリオ (x(t), y(t))が、資金自己調達的であるとき、 
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
0, , 0 0 0 0
t t
t T S t x t B t y t S x B y x dS y dBτ τ τ τ∀ ∈ + = + + +∫ ∫
が成立する。
17 コスト無しでリスクなしに利益を上げられる裁定機会がない。
March　2016　　板垣有記輔：条件付き請求権のリスク中立的価格評価理論概説
( )x t ( )( ),f S t t
S
∂= ∂ ( )10 (10)
である18。
(4), (6), (10)より
ff Sx By S By
S
∂= + = +∂
よって、
ff S
Sy
B
∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂⎝ ⎠= ( )11 (11)
である。
(10), (11)を (8)の左辺に代入すると
ff Sf SS rB
S B
μ
∂−∂ ∂+ =∂ ( )
2
22
2
1
2
f f fS S t
t S S
μ σ∂ ∂ ∂+ +∂ ∂ ∂
よって、ブラック＝ショールズ＝マートンの偏微分方程式
( )2 22212
f f frS S t rf
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂ ( )12 (12)
を得る。
よって、つぎの命題を得る。
命題　条件付き請求権が対象とする配当支払いの無い株式の価格 S(t)が
( ) ( ) ( ) ( )PdS t S t dt S t dZ tμ σ= + ( )1 (1)
に従い、無リスクのマネー・マーケット・アカウントの価格 B(t)は、
( ) ( )dB t rB t dt= ( )2 (2)
に従うとする。このとき、ヨーロッパ型条件付き請求権の価格 f (S(t),t)は、ブラック＝ショー
ルズ＝マートンの偏微分方程式
( )2 22212
f f frS S t rf
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂ ( )12 (12)
と終端条件 f (S(T),T) =	Φ(S(T)) :満期ペイオフ19 (13)
18 条件付き請求権価格 f (S(t),t)の原資産価格 (株価 )S(t)に対する感応度 ( )( ),f S t t
S
∂
∂  はデルタと呼ばれている。
19 ヨーロッパ型条件付き請求権の満期時のペイオフ f (S(T),T)は、原資産の満期時の価格 S(T)とペイオフとを
関連付ける数式 Φ(S(T))によって契約のなかで定められる。
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( )
max ,0 : - :
, max ,0 - :
:
S T K K
f S T T S T K S T K
S T F F
⎧= −⎪⎪= Φ = −⎨
⎪= −⎪⎩
������������� ����
�������������� ����
���� �����
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を満たす。
命題 （ニュメレールに関する不変定理）
ポートフォリオ (x(t), y(t))が資産価格体系 (S(t),B(t))について資金自己調達的であるための必
要十分条件は、ポートフォリオ (x(t), y(t))がマネー・マーケット・アカウントをニュメレール
とする資産価格体系  
( )
( ) ,1
S t
B t
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  について資金自己調達的であることである。
証明　ポートフォリオ (x(t), y(t))が資産価格体系 (S(t),B(t))について資金自己調達的であると
すると
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0
0 0 0 0
t t
S t x t B t y t S x B y x dS y dBτ τ τ τ+ = + + +∫ ∫
すなわち
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d S t x t B t y t x t dS t y t dB t+ = +
( ) ( ) ( ) ( ) 0S t dx t B t dy t⇔ + =
が成立する。このとき、
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( )
0
1
1
S t S t S t
d x t y t d x t dx t dy t
B t B t B t
S t S t
d x t S t dx t B t dy t d x t
B t B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠14444244443
が成立するので、ポートフォリオ (x(t), y(t))は、マネ ・ーマーケット・アカウントをニュメレー
ルとする資産価格体系 
( )
( ) ,1
S t
B t
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  について資金自己調達的である。
逆に、ポートフォリオ (x(t), y(t))は、マネー・マーケット・アカウントをニュメレールとする
資産価格体系 
( )
( ) ,1
S t
B t
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  について資金自己調達的であるとすると
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )0
0
0 0
0
tS t S S
x t y t x y x d
B t B B
ττ τ
⎛ ⎞+ = + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫
すなわち
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
S t S t
d x t y t d x t
B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
が成立する。
このとき、ポートフォリオ (x(t), y(t))が資産価格体系 (S(t),B(t))について資金自己調達的であ
ることを示す。
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
S t x t B t y t S t
d S t x t B t y t d B t d B t x t y t
B t B t
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎪ ⎪+ = = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )
S t
d x t
B t
S t S t
x t y t dB t B t d x t y t
B t B t
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠144424443
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
S t S t
x t y t dB t B t x t d
B t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
dB t
S t x t y t dB t
B t
= +
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( )
( )
( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( )
2 2
2 2
2
2
0
0
2
2
2
0
2
1
2
S t dt
S t S t
B t B t
dS t dS t dB tS t S t
S t S t B t
B t B t
B t x t dS t dB t
S t B t S t
B t
dB t
B t
σ
⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎪ ⎪⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + + ⎜ ⎟⎨ ⎬∂ ∂ ⎜ ⎟⎪ ⎛ ⎞⎜ ⎟∂⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠+⎜ ⎟⎪ ∂⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
1424314243
14243
14243
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎭
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )2
1dB t S tS t x t y t dB t B t x t dS t dB t
B t B t B t
⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( ) ( ) ( )x t dS t y t dB t= +
 証了
4. 条件付き請求権の価格評価
命題 （条件付き請求権の価格評価）
ブラック＝ショールズ＝マートンの偏微分方程式
( )2 22212
f f frS S t rf
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂ ( )12 (12)
と終端条件
f (S(T),T) =Φ(S(T)) :満期ペイオフ (13)
を満たす解を f (S(t),t)とする。このとき、条件付き請求権の価格 f (S(t),t)は、ファインマン＝
カックの確率的表現 20
( )( ) ( ){ } ( )( )( ), exp Q tf S t t r T t E S T= − − Φ F ( )14 (14)
をもち、時点 tにおける条件付き請求権の価格 f (S(t),t)は、確率測度 Qのもと、満期時点 T 
における条件付き請求権のペイオフ Φ(S(T))の条件付期待値 ( )( )( )Q tE S TΦ F  の割引現在価
20 舟木 [13]定理5.16, pp.92-93,長井 [27]定理4.4.3, pp.123-124,谷口・松本 [37] 3.5, pp.108-116.
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値 ( ){ } ( )( )( )exp Q tr T t E S T− − Φ F に等しい。
ここに、S(t)は確率微分方程式
( )dS t ( ) ( ) QrS t dt S t dZσ= + ( )15 (15)
を満たす。
証明 まず (14)の導出について
f (S(t),t)に伊藤の公式を適用すると
( )( ) ( ) ( )( )2 22 ,12 Q
f S t t
rS t dt S t dZ
S
σ∂+ +∂
( )( ) ( ) ( )
{
( ) ( ) ( )2 22 2 2 22 22
00
,1 2
2
Q Q
dt
f S t t
r S t dt r S t dtdZ S t dZ
S
σ σ
⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
123 123
( )( ) ( ), Qf S t t S t dZ
S
σ∂+ ∂
(12)より
( )( ) ( )( ) ( ),, Qf S t trf S t t dt S t dZ
S
σ∂= + ∂
である。終端条件 (13)に留意しながら、両辺を tから T まで積分すると
( )( ) ( )( ) { }
{ } { } ( )( ) ( ) ( )
, exp
,
exp exp
T
t
T T s Q
t v t
S T f S t t rdu
f S s s
rdu rdu S s dZ s
S
σ
Φ =
∂
+ ∂
∫
∫ ∫ ∫－
すなわち、
( )( ) { } ( )( ) { }exp , expT T st t tS T rdu f S t t rduΦ − = + −∫ ∫ ∫ ( )( ) ( ) ( ), Qf S s s S s dZ sS σ∂ ∂
測度 Qのもとで条件付期待値は
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( )( ) { } ( )( )exp ,TQ ttE S T rdu f S t t⎛ ⎞Φ − =⎜ ⎟⎝ ⎠∫ F
{ } ( )( ) ( ) ( )
0
,
exp
T sQ Q
tt t
f S s s
E rdu S s dZ s
S
σ
⎛ ⎞∂⎜+ − ⎟⎟⎜ ∂ ⎠⎝
∫ ∫
14444444444244444444443
F
( )( ),f S t t=
である。
次に、(15)の導出について
ノビコフの条件
2
0
1exp
2
TP rE μσ
⎛ ⎞⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞ < ∞⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠∫
を満たすと仮定する。確率測度 Qを
( )
2
0 0
1exp
2
def t tP
A
r rQ A dZ ds dPμ μσ σ
⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭∫ ∫ ∫ ( )tA∈F
あるいは、Qの Pについてのラドン＝ニコディム微分を用いて、
( )
2
0 0
1exp
2
def T tPdQ r rdZ s ds
dP
μ μ
σ σ
⎧ ⎫− −⎪ ⎪⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭∫ ∫
と定義する。この確率測度の変換 P→Qをギルサノフ変換という。このとき、確率測度変換に
ついての Cameron-Martin-丸山 -Girsanovの定理 21より
( ) ( )
0
def tQ P rZ t Z t dsμσ
−= + ∫
と定義される確率過程 ZQ(t)は、確率測度 Qのもとで標準ブラウン運動（ウイナー過程）である。
すなわち、
ZQ(0) =0
r < s≦ t<u ⇒ ZQ(u)−ZQ(t)と ZQ(s) −ZQ(r)は独立な確率変数
s t< ⇒ ( ) ( ) ( )( )2~ 0,Q QZ t Z s N t s− −
確率 1 で見本路 t ZQ(t) は連続なしかしいたるところ微分不可能な軌道である。
( ) ( )Q P rdZ t dZ t dtμσ
−= + で定められた Qを実世界確率測度 Pと同値な22マルチンゲール測度
という。
また、シャープ・レーシオすなわち株式のリスク１単位あたりの超過収益率（リスクプレミア
21 V.Girsanov[14],舟木 [13] 5.5, pp.94-98,長井 [27]定理2.6.3, pp.60-62,谷口・松本 [37]定理4.6.2, pp.145-146,
22 可測空間 (Ω, F)上の 2 つの確率測度 P,Qに対して、∀A∈F, P(A)=0 ⇔ Q(A)=0 が成立するとき、Pと Qは同
値という。
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ム） 
rμ
σ
−
 は、リスクの市場価格と呼ばれている。Q −ウイナー過程 Z Q(t)は、
( ) ( )Q rdZ t dZ t dtμσ
−= +  であるから、
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )PdS t rS t dt rS t dt S t dt S t dZ tμ σ= − + +
( ) ( ) ( )
Q
P
dZ
rrS t dt S t dt dZ tμσ σ
−= + +
14424443
( ) ( ) QrS t dt S t dZσ= +   
である。 証了
命題  dS(t) = rS(t)dt + sS(t)dZQ	 (15)
S(t) = st  
を満たす原資産価格 S(T)の対数変換 logS(T)は、平均 ( ) ( )21log 2S t r T tσ
⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎝ ⎠ 、分散
( )2T tσ − を持つ正規分布に従い
( ) ( ) ( ) ( )221log ~ log ,2S T N S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
である。
証明 S(t)の対数変換
Y(t) = logS(t)
に、伊藤の公式を適用すると
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22log log1log 2
d S t d S t
dY t d S t dS t dS t
dS dS
= = +
( )
( )
( )
( )
2
1
2
dS t dS t
S t S t
 
= −   
 
( ) ( )( )21
2
QQrdt dZ t rdt dZ tσ σ= + − +
( ) ( )
{
( ) ( )( )222 2
0 0
1 2
2
Q Q Q
dt
rdt dZ t r dt r dtdZ t dZ tσ σ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − + +⎜ ⎟⎝ ⎠14243 14243
( )21
2
Qr dt dZ tσ σ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎝ ⎠
よって、
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21log log
2
Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎛ ⎞= + − − + −⎜ ⎟⎝ ⎠
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である。したがって、
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21exp 2 Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭
確率測度 Qのもとで期待値 EQ(logS(T))は
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0
1log log
2
Q Q Q QE S T S t r T t E Z T Z tσ σ⎛ ⎞= + − − + −⎜ ⎟⎝ ⎠ 144424443
( ) ( )21log
2
S t r T tσ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎝ ⎠
確率測度 Qのもとで分散 V Q(logS(T))は
( )( ) ( ) ( )( )( )( )2log log logQ Q QV S T E S T E S T= −
( ) ( )( )( ) ( )22 2Q Q Q
T t
E Z T Z t T tσ σ
−
= − = −
14444244443
よって
( ) ( ) ( ) ( )221log ~ log ,2S T N S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 証了
命題 確率測度 Qの下での時点 T の株価 S(T)の平均値は
EQ(S(T)) = S(t)exp{r(T−t)}
であり、分散は
( )( ) ( )( ) ( )( )( )22Q QV S T E S T E S T= −
( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }2 2 21exp 2 log exp 12S t r T t T t T tσ σ σ⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞= + − − + − − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
である。
証明 logS(T)が正規分布に従い、
( ) ( ) ( ) ( )221log ~ log ,2S T N S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ であるので、定義によって
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )21exp 2 Q QS T S t r T t Z T Z tσ σ⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭は対数正規分布に従い、
( ) ( ) ( ) ( )221~ log ,2S T LN S t r T t T tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠　である。
このとき、S(T)の分布関数は、
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( ) ( )( ) ( )( )log logF x P S T x P S T x= < = <
( ) ( )
( )
2
2
log
2
1log
21 exp , 0
22
x
u S t r T t
du x
T tT t
σ
σπσ −∞
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= − >⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
で、その密度関数は、
( ) ( ) ( )
( )
2
2
log
2
1log
21 exp
22
x
u S t r T t
dF x d du
dx dx T tT t
σ
σπσ −∞
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ) ( )
( )
2
2
2
1log log
21 logexp
22
x S t r T t
d x
T t dxT t
σ
σπσ
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
( ) ( )
( )
2
2
2
1log log
21 exp , 0
22
0 , 0
x S t r T t
x
T tT t x
x
σ
σπσ
⎧ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭− >⎪ ⎨ ⎬= −−⎨ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪
⎪ ≤⎩
である。
確率測度 Qのもとでの時点 T の株価 S(T)の期待値は
( )( ) ( )
0
Q dF xE S T x dx
dx
∞= ∫
( ) ( )
( )
2
2
20
1log log
21 exp
22
x S t r T t
dx
T tT t
σ
σπσ
∞
⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪− + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭= −⎨ ⎬−− ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ) ( )21log ,
2put
S t r T tα σ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎝ ⎠
put
T tβ σ= −
log
put
y x=
{ }expx y=
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{ }expdx y dy xdy= =
x 0  ∞
y= logx −∞  ∞
であるから
{ } { }
2
2
1 exp exp
22
y
y dy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ }2
2
1 exp
22
y
y dy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
( )2 2 221 exp
22
y y
dy
β α α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ } ( )2 22 2 2
2
1 exp
22
y
dy
β α β α α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + − + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ } ( )2 22 2 2
2 2
1 exp
2 22
y
dy
β α β α α
β βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ }22 2
2
1 2exp
2 22
y
dy
β α β α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ }22 2
2
1
1 exp exp
2 22
y
dy
β α βαβπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + ⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⋅ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
144444424444443
2
exp
2
βα⎧ ⎫= +⎨ ⎬⎩ ⎭
( ) ( ) ( )
22
exp log
2 2
T t
S t r T t
σσ⎧ ⎫−⎛ ⎞⎪ ⎪= + − − +⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
( ) ( ){ }exp log S t r T t= + −
( ) ( ){ }expS t r T t= −
である。このことは、次のようにして示すこともできる。
実際、いま、 ( ) ( ){ }exp QputY t Z tσ=  と置けば、伊藤の公式より
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( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )( )
2 2
2
1exp exp
2
Q Q Q Q
Q Q
dt
d ddY t Z t dZ t Z t dZ t
dZ t dZ t
σ σ= +
14243
( ){ } ( ) ( ){ }21exp exp ,
2
Q Q QZ t dZ t Z t dtσ σ σ σ= +
すなわち
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2
0 0
10 exp exp
2
t tQ Q QY t Y Z s dZ s Z s dsσ σ σ σ= + +∫ ∫ を得る。両辺に Qの下で
の期待値を取れば、
( )( ) ( )( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ }( )20 0
0 (
10 exp exp
2
t tQ Q Q Q Q Q QE Y t E Y E Z s dZ s E Z s dsσ σ σ σ= + +∫ ∫
1444442444443
�����������
( )( ) ( ){ }
( )
2
0
10 exp
2
tQ Q Q
Y s
E Y E Z s dsσ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ 1442443
( )( ) ( )( )2
0
10
2
tQ QE Y E Y s dsσ= + ∫
である。したがって、
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2
0
0
0
1 10 ,
2 2
0 exp 0 exp0 1 1
tQ Q Q Q
Q Q Q Q Q
d d dE Y t E Y E Y s ds E Y t
dt dt dt
E Y E Z E E
σ σ
σ
⎧ = + =⎪
⎪⎪⎨ ⎛ ⎞⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟= = = =⎨ ⎬⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭⎝ ⎠⎩
∫
1442443
123
よって、 ( )( ) ( )( )
21 1
2
Q
Q dE Y t dtE Y t
σ=
よって、 ( )( ) ( )( )
21 1
2
Q
Q dE Y t dt CE Y t
σ= +∫ ∫
( )( ) 21log ,
2
QE Y t t Cσ= +
( )( ) 2 21 1exp exp exp ,
2 2
QE Y t t C t Cσ σ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭
( )( ) 2
1
10 exp 0 exp exp ,
2
QE Y C Cσ⎧ ⎫= =⎨ ⎬⎩ ⎭142443
よって、 ( )( ) ( )( )2 2
1
1 1exp 0 exp ,
2 2
Q QE Y t t E Y tσ σ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭14243
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よって、 ( ){ }( ) 21exp exp 2Q PE Z t tσ σ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎩ ⎭
よって、
( )( ) ( )20 1exp 2Q Q QE S t E S r t Z tσ σ
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )20 1exp exp2
Q QE S r t Z tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )( )20 1exp exp2 Q QS r t E Z tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
{ } ( ) ( ){ }( )2 20 01 1exp exp exp 0 exp 02 2S r t t S rt S r tσ σ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
よって、
( )( ) ( ) ( ){ }expQE S T S t r T t= −
を得る。ところで、
( ) ( )2 2
0
Q dF xE S T x dx
dx
∞⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∫
{ }22
20
log1 exp
22
x
x dx
x
α
βπ β
∞ ⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ }2
2
log1 exp
22
x
x xdy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ }22
2
log1 exp
22
x
x dy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ } { }
2
2
1 exp 2 exp
22
y
y dy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ }2
2
1 exp 2
22
y
y dy
α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫−⎪ ⎪= − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭∫
{ }2 2
2
41 exp
22
y y
dy
α β
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− −⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
2 2 2
2
1 2 4exp
22
y y y dyα α ββπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + −= −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
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( )2 2 2
2
2 21 exp
22
y y
dy
α β α
βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− + +⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
( ){ } ( )2 22 2 2
2 2
2 21 exp exp
2 22
y
dy
α β α β α
β βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
∫
{ } ( ){ }
22
2
2
1
21exp 2 2 exp
22
y
dy
α β
α β βπ β
∞
−∞
⎧ ⎫− +⎪ ⎪= + −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫
14444444244444443
{ }2exp 2 2 .α β= +
であるから、確率測度 Qのもとでの時点 T の株価 S(T)の分散 V(S(T))は、
( )( ) ( ) ( )( )22Q QV S T E S T E S T⎡ ⎤= − ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
{ }
22
2exp 2 2 exp
2
βα β α⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪= + − +⎨ ⎨ ⎬⎬⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
{ } 22exp 2 2 exp 2
2
βα β α⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪= + − +⎨ ⎨ ⎬ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭
{ } { }2 2 2exp 2 exp 2α β β α β= + + − +
{ }( )2 2exp 2 exp 1α β β= + −
( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }2 2 21exp 2 log exp 12S t r T t T t T tσ σ σ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞= + − − + − − −⎨ ⎨ ⎬ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭⎩ ⎭
である。 証了
5. リスク中立確率測度 Q
確率測度 Qのもとで、リスク資産である株式の価格の期待値は、
( )( ) ( ) ( ){ }expQ tE S T S t r T t= −F
であった。これより、
( ) ( )
( )
Q
t
S T S t
E
S t
⎛ ⎞−≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F  ただし、
( ) ( )
( ) ( ]1,1
Q
t
S T S t
E
S t
⎛ ⎞− ∈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F  と仮定する。
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よって、
( ) ( )
( )
Q
t
S T S t
T tr E
S t
−⎛ ⎞
⎜ ⎟−≈ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
また、リスク資産である条件付き請求権の価格について (14)より、
( ){ } ( )( ) ( )( )( )( )
,
exp 1+
,
Q
t
S T f S t t
r T t E
f S t t
⎛ ⎞Φ −− = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
が、成立したので、
( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
,
1gol
,
Q
t
ttSfTS
EtTr
ttSf
 −Φ
+=−   
 =
( )( ) ( )( )
( )( )
,
1gol
,
Q
t
ttSfTS
E
ttSf
  −Φ +  






( )( ) ( )( )
( )( )
,
,
Q
t
S T f S t t
E
f S t t
⎛ ⎞Φ −≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F ただし、
( )( ) ( )( )
( )( ) ( ]
,
1,1
,
Q
t
S T f S t t
E
f S t t
⎛ ⎞Φ − ∈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
と仮定する。
よって  
( )( ) ( )( )
( )( )
,
,
Q
t
S T f S t t
T tr E
f S t t
⎛ ⎞Φ −⎜ ⎟−⎜ ⎟≈ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
が成立する。
これらは、確率測度 Qの下では、リスク資産である株式と条件付き請求権の期待収益率が無
リスク資産であるマネー・マーケット・アカウントの収益率（安全利子率）rに等しくなること
を示している。すなわち、実世界確率測度 Pの下では、株式や条件付き請求権の保有によって、
リスクを負担するとき、その見返りとしてリスクプレミアムを要求するが、Pと同値の確率測度
Qの下では、投資家は、あたかもリスク中立的投資家のようにリスクプレミアムを全く要求しな
い。このため、確率測度 Qをリスク中立確率測度と呼ぶ。
6. 同値マルチンゲール確率測度 Q
無リスク資産であるマネー・マーケット・アカウントの価格過程 ( ){ } [ ]0,t TB t ∈ は
( ) ( )dB t rB t dt=
を満たす。
既述したように、確率測度 Qの下で、危険資産である株式の価格過程  ( ){ } [ ]0,t TS t ∈  は
( ) ( ) ( ) QdS t rS t dt S t dZσ= +
を満たし、危険資産である条件付き請求権の価格過程 ( )( ){ } [ ]0,, t Tf S t t ∈  は
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ),, , Qf S t tdf S t t rf S t t dt S t dZ t
S
σ∂= + ∂
を満たす。
いま、マネー・マーケット・アカウントをニュメレール（価値基準資産）として、株式の相対
価格過程 
( )
( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
 23が従う確率微分方程式を求めると
( )
( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )
S t S t
B t B tS t
d dS t dB t
B t S t B t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
( )
( )
( ) ( )( )
( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( )
2 2 2
2 2
2 2
1 2
2
S t S t S t
B t B t B t
dS t dS t dB t dB t
S t B tS t B t
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + +⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
2 2
42 2
1 1 10 +2 2
2
S t S t B t
dS t dB t dS t dS t dB t dB t
B t B t B t B t
⎛ ⎞−= − + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( )
0
2
2 2 3
0
1 S t dS t dB t S tdS t dB t dB t
B t B t B t B t
= − − +
64748
14243
( ) ( ) ( )( )
( )
( ) ( )2
1 Q S trS t dt S t dZ rB t dt
B t B t
σ= + −
( )
( )
QS t dZ
B t
σ=
である。両辺を tから Tまで積分すれば、
( )
( )
( )
( )
( )
( )
T Q
t
S T S t S t
dZ
B T B t B t
σ= + ∫
両辺に確率測度 Qのもとでの条件付き期待値をとれば、
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0
TQ Q Q
t tt
S T S t S t
E E dZ
B T B t B t
σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫14444244443
F F
すなわち、
23 時点 t∈[0,T]の株式の相対価格
( )
( )
S t
B t
は、時点 t∈[0,T]において、株式を 1 単位（株）引き渡すとき、引き換
えに何単位のマネー・マーケット・アカウント（基準資産）を受け取ることができるかを示している。
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( )
( )
( )
( )
Q
t
S T S t
E
B T B t
⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
　これは、確率測度 Qの下で、株式の相対価格過程 
( )
( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭ がマルチンゲールであること
を示している24。
　つぎに、条件付き請求権の相対価格過程 
( )( )
( ) [ ]0,
,
t T
f S t t
B t
∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
が従う確率微分方程式を求める。
( )( )
( )
( )( )
( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )
( ) ( )
, ,
,
,
,
f S t t f S t t
B t B tf S t t
d df S t t dB t
B t B tf S t t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
( )( )
( )
( )( ) ( )( )( )
( )( )
( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( )
( )
( ) ( )( )
2 2 2
2 2
2 2
, , ,
1 , 2 ,
2 ,,
f S t t f S t t f S t t
B t B t B t
df S t t df S t t dB t dB t
f S t t B t B tf S t t
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )
( )( )2 2422
,, 111 2,2+,0,
2
tBttSfttSf
df S t t dB t f S t t df S t t dB t dB t
tBtBtB B t
 −
+⋅+−=   
d
( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )
( )
( )( )
( ) ( )( )
0
2
2 2 3
0
, , ,1 ,
f S t t df S t t dB t f S t t
df S t t dB t dB t
B t B t B t B t
= − − +
64474448
14243
( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2
, ,1 , Q
f S t t f S t t
rf S t t dt S t dZ t rB t dt
B t S B t
σ⎛ ⎞∂= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
( )( ) ( )
( )
, Qf S t t S t dZ
S B t
σ ∂= ∂
両辺を tから T まで積分すれば、
( )( )
( )
( )( )
( )
( )( ) ( )
( )
, , ,T Q
t
f S T T f S t t f S t t S t
dZ
B T B t S B t
σ ∂= + ∂∫
両辺に確率測度 Qのもとでの条件付き期待値をとれば、
( )( )
( )
( )( )
( )
( )( ) ( )
( )
0
, , ,TQ Q Q
t tt
f S T T f S t t f S t t S t
E E dZ
B T B t S B t
σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫144444424444443
F F
24 これは、現在時点 tまでの情報 Ft をもとにして将来時点 T の株式の相対価格
( )
( )
S T
B T
を最適に予測することは
不可能であることを示している。
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すなわち、
( )( )
( )
( )( )
( )
, ,Q
t
f S T T f S t t
E
B T B t
⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
F
これは、確率測度 Qの下で、条件付き請求権の相対価格過程 
( )( )
( ) [ ]0,
,
t T
f S t t
B t
∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
がマルチンゲールであることを示している25。
　このように、マネー・マーケット・アカウントをニュメレール（価値基準資産）とするとき、
各危険資産の相対価格過程は、実世界確率測度 Pと同値な確率測度 Qのもとで、すべてマル
チンゲールとなる。このため、確率測度 Qを同値マルチンゲール測度と呼ぶ。
7. ブラック＝ショールズの公式 26
命題（ヨーロピアン・コール・オプション27 の価格に関するブラック＝ショールズの公式）
行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの時点 t現在の価格 c(t)は
( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,c t S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( )16  (16)
である28。ここに、N は標準正規分布 N(0,1)の分布関数であり、
( )( ) ( ) ( )21 1 1, log 2
S t
d S t t r T t
KT t
σσ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )( ) ( )( )2 1, ,d S t t d S t t T tσ= − −
である29。
証明
まず、
25 これは、現在時点 tまでの情報 Ft をもとにして、将来時点 T の条件付き請求権の相対価格 
( )( )
( )
,f S T T
B T
を
最適に予測することは不可能であることを示している。
26 Black, F. and M. Scholes[5] , Merton, Robert C.[25]
27満期 T に、原資産を行使価格 K で購入する権利オプションの買い手にを与える
28 ( )
21 exp
22
x yN x dyπ−∞
⎧ ⎫= −⎨ ⎬⎩ ⎭∫  ：標準正規分布 ( )( )20, 1N  の分布関数（累積密度関数）で、その確率変数 X 
が xより小さい値をとる確率 Q(X < x)である。
29 行使価格 K、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの価格 c(t)は、原資産の現在時点 tの価格 S(t),
行使価格 K,満期 T,安全利子率 r,および原資産価格のボラテリテイー s の５つのパラメーターに依存してき
まる。原資産価格の瞬間的期待変化率（配当支払いの無い株式の瞬間的期待収益率）
( )
( )
1 P dS tE
dt S t
μ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 に
は依存しないことに注意しよう。
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( ) ( )( )Q Q
put
Z T Z t
T t
ε −= −
と置けば、
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
0
1 0
Q Q
Q Q Q Q Q
Z T Z t
E E E Z T Z t
T t T t
ε
⎛ ⎞−⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ 1444244443
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2
0
Q Q Q Q
Q Q Q
Z T Z t Z T Z t
V E E
T t T t
ε
⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
14444244443
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2Q Q Q QQ QZ T Z t Z T Z tE E
T tT t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
( ) ( )( )( )2
1
Q Q QE Z T Z t T t
T t T t
− −= = =− −
よって、
( )~ 0,1Nε
( ) ( ) ( )21exp
2
S T S t r T t T tσ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + − ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭
である。
命題（条件付き請求権の価格評価）より、行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・
オプションの価格 c(t)は
( ) ( ){ } ( )( )( )exp Qc t r T t E S T= − − Φ t
( ){ } ( )( ) )(exp max ,0Qr T t E S T K= − − − t
( ){ } ( ) ( )21 0,pxexampxe
2
Qr T t E S t r T t T t Kσ σ ε
    −⋅−+−−−−=         


t
( ){ } ( ) ( ) 221 1exp max exp ,0 exp
2 22
r T t S t r T t T t K dεσ σ ε επ
+∞
−∞
⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞= − − − − + − ⋅ − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠∫
30
30= ( ) ( ) ( )
0
2
21 1exp exp
2 22
r T te S t r T t T t K d
ε
εσ σ ε επ
+∞− − ⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠∫
( ) ( ) ( )
2 22
0 0
1
2 2 21 1
2 2
r T t T tr T t
A B
e S t e e d K e d
ε εσ σ ε
ε ε
ε επ π
⎛ ⎞− − + − ⋅+∞ +∞− −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ∫
14444444244444443 14424443
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( ){ }( )exp r T t A B= − − −
( )
0
0 0
0
2 2 21 1 1exp exp exp
2 2 22 2 2
N
B K d K d K d
ε
ε ε
ε
ε ε εε ε επ π π
+∞ +∞ −
−∞
−
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − = − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫ ∫ ∫14444244443
( )0K N ε= ⋅ −
( ) ( )
21log
2
K r T t
S t
K N
T t
σ
σ
⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= ⋅ −⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )21log
2
S t
r T t
KK N
T t
σ
σ
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( )
( )( )
( )
( )( )
1
2
2
2
,
,
1log
2
d S t t
d S t t
S t
r T t T tKK N
T t T t
σ σ
σ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟+ + −⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎝ ⎠= ⋅ −⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
1444442444443
14444444244444443
30 コールオプションの場合、原資産価格が権利行使価格を下回るときは、コールオプションの買い手は買う権
利を放棄しペイオフはゼロになるから、積分も原資産価格が権利行使価格に相当する ε0よりも上の部分 (ε0 < ε)
だけを積分区間とすればよい。 
　
( ) ( )21exp ,
2
S t r T t T t Kσ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭  
　
( ) ( )
21exp ,
2
Kr T t T t
S t
σ σ ε⎧ ⎫⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭  
　
( ) ( )
21 log ,
2
Kr T t T t
S t
σ σ ε⎛ ⎞− − + − ⋅ >⎜ ⎟⎝ ⎠  
　
( ) ( )
21log ,
2
KT t r T t
S t
σ ε σ⎛ ⎞− ⋅ > − − −⎜ ⎟⎝ ⎠  
　
( ) ( )
21log
2
K r T t
S t
T t
σ
ε σ
⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠> −  
であるから 
　
( ) ( )
2
0
1log
2
put
K r T t
S t
T t
σ
ε σ
⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠= −    
と置けば ε > ε0
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( )( )( )2 , .K N d S t t= ⋅
( ) ( )
0
2
21 1exp exp
2 22
A S t r T t T t d
ε
εσ σ ε επ
+∞ ⎧ ⎫⎧ ⎫⎛ ⎞= − − + − ⋅ −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫
( ) ( )
0
2
2
1exp
2 exp
22
S t r T t
T t d
ε
σ εσ ε επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − ⋅ −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
( ) ( ) ( )
0
2
2
1exp
2 1exp 2
22
S t r T t
T t d
ε
σ
ε σ ε επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − ⋅⎨ ⎬⎩ ⎭∫
( ) ( ) ( ) ( )( )
0
2
2 2
1exp
2 1exp
22
S t r T t
T t T t d
ε
σ
ε σ σ επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
( ) ( ) ( ) ( )
0
2
2
1exp
2 1 1exp exp
2 22
S t r T t
T t T t d
ε
σ
ε σ σ επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎝ ⎠⎩ ⎭= − − − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎩ ⎭ ⎩ ⎭∫
( ) ( ) ( ) ( )
0
2 2
2
1 1exp exp
2 2 1exp
22
S t r T t T t
T t d
ε
σ σ
ε σ επ
+∞
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫− − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎧ ⎫⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭= − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
( ) ( ){ } ( )
0
2exp 1exp
22
S t r T t
T t d
ε
ε σ επ
+∞− ⎧ ⎫= − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫
( ) ( ){ } ( )
( )
0
2
2
, 1
1 1exp exp
22
N T t
S t r T t T t d
ε
σ
ε σ επ
+∞
⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
⎧ ⎫= − − − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫1444444244444443
( ) ( ){ } ( )
( )
0
2
2
0, 1
1 1exp exp
22T t
N
S t r T t d
ε σ
ε επ
+∞
− −
⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
⎧ ⎫′ ′= − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫ 144424443
( ) ( ){ } ( )
( )
0
0
21 1exp exp
22
T t
N T t
S t r T t d
ε σ
ε σ
ε επ
− + −
−∞
− + −
⎧ ⎫′ ′= − −⎨ ⎬⎩ ⎭∫144444424444443
( ) ( ){ } ( )0expS t r T t N T tε σ= − ⋅ − + −
( ) ( ){ } ( )
( )21log
2
exp
K r T t
S t
S t r T t N T t
T t
σ
σσ
⎛ ⎞⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ − + −⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
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( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )2 21log
2exp
S t
r T t T t
KS t r T t N
T t
σ σ
σ
⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
( ) ( ){ }
( ) ( )
( )( )1
2
,
1log
2exp
d S t t
S t
r T t
KS t r T t N
T t
σ
σ
⎛ ⎞⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟= − ⋅ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠
1444442444443
( ) ( ){ } ( )( )( )1exp , .S t r T t N d S t t= − ⋅
よって、
( ) ( ){ }{ } ( ){ }exp expc t r T t A r T t B= − − − − −
( ){ } ( ) ( ){ } ( )( )( )1exp exp ,r T t S t r T t N d S t t= − − ⋅ ⋅ − ⋅
( ){ } ( )( )( )2exp ,r T t K N d S t t− − − ⋅
( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅
である。  証了
8. プット・コール・パリティ
c(t)をヨーロピアン・コール・オプションの現在時点 tの価格、p(t)をヨーロピアン・プット・
オプションの現在時点 tの価格とする。この２つのオプションは共に同じ満期日 T 、同じ権利行
使価格 K を持ち、現在時点 tの株価が S(t)である同じ株式を原資産としている。満期日 T のこ
の株価を S(T)、額面1 円・満期 T の割引債の現在時点 t の価格を exp{r(T−t)}、連続複利運用さ
れる資金の利子率を r (一定 )とする。
命題 （プット・コール・パリティ）
ヨーロピアン・コール・オプションの現在時点 tの価格 c(t)とヨーロピアン・プット・オプショ
ンの現在時点 tの価格 p(t)と間には、プット・コール・パリティと呼ばれる単純な理論関係
( ) ( ) ( ){ } ( )expc t p t K r T t S t− + − − = ( )17 (17)
が存在する31。
31 H.R.Stoll [35]
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証明  つぎのような 2つのポートフォリオ A, B を考える。
ポートフォリオ A : コールオプション 1枚買い・プット・オプション 1枚売り・割引債 K 枚買い
ポートフォリオ
A 単位
現在時点 tの 
キャッシュ・フロー
満期日 T の 
キャッシュ・フロー  
S(T) ≦ K
満期日 T の 
キャッシュ・フロー  
K ＜ S(T )
コールの買い 1 枚 -c(t) 0 S(T)－ K
プット売り 1 枚 p(t) S(T)-K( ≤	0) 0
割引債の買い K 枚 -K・e－ r(T－ t) K・e－ r(T－ t)er(T－ t)=K K・e－ r(T－ t)er(T－ t)=K
ネット・キャッ
シュ・フロー -(c(t)-p(t)+K・e
r(T－ t)) S(T ) S(T)
ポートフォリオ B : 株式（原資産）1単位買い
ポートフォリオ
B 単位
現在時点 tの 
キャッシュ・フロー
満期日 T の 
キャッシュ・フロー 
(S(T))≦ K
満期日 T の 
キャッシュ・フロー 
K ＜ S(T)
株式の買い  1 株 － (S(t)) S(T) S(T)
ネット・キャッ
シュ・フロー － (S(t)) S(T) S(T)
この２つのポートフォリオの満期 T のネット・キャッシュ・フローはともに S(T)で等しく、
しかも途中の期間 (t,T )には一切資金の流出入はない。したがって、無裁定の条件のもとでは、
２つのポートフォリオの現在時点 tのキャッシュ・フローは等しくなければならないので、
( ) ( ) ( ){ }expc t p t K r T t− + ⋅ − − = ( )S t
が成立する。  証了
別証
( ) ( ) ( ){ } ( )exp max ,0Q tc t p t r T t E S T K⎡ ⎤− = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( )exp max ,0Q tr T t E K S T⎡ ⎤− − − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( ) ( )exp max ,0 max ,0Q tr T t E S T K K S T⎡ ⎤= − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦F
( ){ } ( )exp Q tr T t E S T K= − − ⎡ − ⎤⎣ ⎦F
( ){ } ( ) ( ){ }exp expQ tr T t E S T r T t K= − − ⎡ ⎤ − − −⎣ ⎦F
{ } { }
( )
( ) ( ){ }
1
exp exp expQ t
B T
rt E rT S T r T t K
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
14243
F
{ } ( )( )
( )
( )
( ){ }exp expQ t
S t
B t
S T
rt E r T t K
B T
⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦1442443
F
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確率測度 Qの下で、株式の相対価格過程 
( )
( ) [ ]0,t T
S t
B t ∈
⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
はマルチンゲールであるから、
{ } ( )( )
{ }
{
( ){ }
exp
exp exp
rt
S t
rt r T t K
B t
= − − −
( ) ( ){ }expS t r T t K= − − −
 証了
命題（ヨーロピアン・プット・オプション 32 の価格に関するブラック＝ショールズの公式）
行使価格 K 、満期 Tなるヨーロピアン・プット・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )2 1, ,r T tp t e K N d S t t S t N d S t t− −= ⋅ − − ⋅ −
である。ここに、N は標準正規分布 N(0,1)の分布関数であり、
( )( ) ( ) ( )21 1 1, log 2
S t
d S t t r T t
KT t
σσ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
( )( ) ( )( )2 1, ,d S t t d S t t T tσ= − −
である33。
証明
ヨーロピアン・コール・オプションの時点 t現在の価格 c(t)についてのブラック＝ショールズ
の公式
( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,c t S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( )16 (16)
とプット・コール・パリティ
( ) ( ) ( ){ } ( )expc t p t K r T t S t− + − − = ( )17 (17)
とから、ヨーロピアン・プット・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は、
( ) ( ) ( ){ } ( )expp t c t K r T t S t= + − − −
( ) ( )( )( ) ( ){ } ( )( )( )1 2, exp ,S t N d S t t r T t K N d S t t= ⋅ − − − ⋅ ( ) ( )r T tKe S t− −+ −
( ) ( )( )( )( )1 , 1S t N d S t t= − ( ){ } ( )( )( )( )2exp , 1r T t K N d S t t− − − ⋅ −
( ){ } ( )( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )2 1exp 1 , 1 ,r T t K N d S t t S t N d S t t= − − ⋅ − − −
( ){ } ( )( )( )2exp ,r T t K N d S t t= − − ⋅ − ( ) ( )( )( )1 ,S t N d S t t− −
 証了
32満期 T に、原資産を行使価格 K で売却する権利をオプションの買い手に与える
33 行使価格 K 、満期 T なるヨーロピアン・コール・オプションの時点 t現在の価格 p(t)は、原資産の現在時点
tの価格 S(t),行使価格 K,満期 T,安全利子率 r,および原資産価格のボラティリテイー s の 5つのパラメーター
に依存してきまる。原資産の瞬間的期待収益率 mには依存しないことに注意しよう。
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命題 ( フォワード価格 K の決定 )
原資産の時点現在 tの価格 S(t),満期 T,無リスク利子率 rとすると、フォワード価格 34  F(t,T )は、
( ) ( ) ( ){ }, expF t T S t r T t= −
である。
証明
条件付き請求権の価格 f (S(t),t)の確率的表現は、
( )( ) ( ){ } ( )( )( ), exp Qf S t t r T t E S T= − − Φ t  (14)
であったから、
先渡し契約の価値 f (S(t),t)の確率的表現は、
( )( ) ( ){ } ( )( ), exp Qf S t t r T t E S T K= − − − t
である。一方、先渡し契約の成約時点 tの価値 f (S(t),t)は
( )( ), 0f S t t =
であるから35、
( ){ } ( )( )0 exp Qr T t E S T K= − − − t
r T t E S T r T t K= − − ⋅ − − − ⋅( ){ } ( )( )
( ) ( ){ }
( ){ }
exp
pxepxe Q
S t r T t−

t
( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ }exp exp expr T t S t r T t r T t K= − − − − − − ⋅
( ) ( ){ }expS t r T t K= − − − ⋅
よって、フォワード価格 K は、
( ) ( ){ }expK S t r T t= −
K は、時点 tに成約する満期 T の先渡し契約についての受渡価格であるから、
( ),
put
F t T K=
と置くと
( ) ( ) ( ){ }, expF t T S t r T t= −
が成立する。
 証了
34 フォワード価格とは、満期日 T に原資産の受け渡しを現在時点 tで契約する際の受渡価格である。
35 先渡し契約は契約時点 tで資金の授受を伴わない取引であるから、Kは、契約時点 tにおいて先渡し契約の
価値 f (S(t),t)がゼロとなるように決められる。
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